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基于贝塞尔形函数的电动帆逃离太阳系初始轨迹设计

范子琛，霍明英，任    辉，齐乃明

（哈尔滨工业大学 航天学院， 哈尔滨 150001）

摘    要： 探测太阳系边际需要寻找高效的推进系统和设计合理逃离太阳系的轨迹。提出了利用贝塞尔形函数方法快速

生成电动帆逃离太阳系的三维轨迹，为更精确的轨迹优化算法提供合适的初始解。通过将贝塞尔形函数方法获得的结果作

为高斯伪谱法（Gauss Pseudospectral method，GPM）的初始解进行计算，并对贝塞尔形函数方法获得的结果对直接解算器

初始解的适用性进行了评估。仿真结果表明，贝塞尔形函数方法可以在短时间内为直接优化求解器设计出合理的电动帆逃

离太阳系的三维初始轨迹。对于在太阳系边际探测初步任务设计阶段快速评估大量电动帆飞行场景具有参考意义。
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引　言

太阳系边际探测旨在了解外太空物质分布、星系

化学演化、日光层结构、附近星系介质等，探测太阳

系边际的任务需要较长的转移时间和先进的推进系

统。目前，只有两个航天器“旅行者1号”（Voyager 1）
和“旅行者2号”（Voyager 2）[1-3]已到达太阳系边际。

尽管“旅行者1号”和“旅行者2号”已取得了重大发现，

但是探测器上携带的是30多年的科学仪器载荷，无法

完成众多重要的观测任务，需考虑新的太阳系边际探

测任务。采用化学推进或核能推进技术需要消耗足够

多的燃料才有可能到达太阳系边际。因此，太阳系边

际探测的一个重要的要求是使用性能更优的推进系统

来执行相应的任务，以使燃料消耗尽可能少、任务周

期尽可能短。

连续小推力航天器的发展，为深空远距离探测任

务提出了一种更为优越的解决方案。在各类连续小推

力航天器中，电动帆是一种新的推进概念[4-5]，利用太

阳风的动压产生连续的推力，并不需要消耗燃料。电

动帆可以在整个任务周期内提供连续推力，非常适合

长距离的深空探测。在电动帆结构中，航天器绕着一

个对称轴旋转，利用离心力展开许多细长的导电金属

链。金属链被保持在高正电位，电子束大致沿着自旋

轴射出，产生的静电场扰动了入射太阳风质子的轨

迹，从而产生太阳风等离子体流到金属链的动量转

移。对于电动帆这种连续小推力推进系统，在最优转

移轨迹设计问题中，设计变量的急剧增加使得小推力

飞行任务的设计在数值计算上具有极大的挑战性。

本文以电动帆作为主要推进系统，实现对逃逸太

阳系转移轨迹的快速生成。由于电动帆的推力特性，

其在飞行过程中产生连续的小推力，其任务设计需要

一种近似飞行轨迹和任务成本的方法。在转移轨迹

中，航天器需要满足运动学方程和边界条件，对于这

个问题，间接或直接优化方法都需要一个合理的初始

近似值，并且通常需要大量计算，导致在任务的初始

设计阶段非常困难。因此，快速的初始轨迹设计对任

务分析非常重要。

近年来，学者提出了使用形状法实现连续推力航

天器转移轨迹快速生成。Petropoulos等[6]提出了形状

法，使用指数正弦函数将航天器的飞行轨迹描述出

来，然后通过优化相关系数满足相应的约束条件。之

后，又有很多作者提出了多种形状函数 [7 -9 ]。Wall和
Conway[8]等使用一个逆多项式来求解极坐标系中平面

轨迹的径向距离，Xie等[9]提出一种考虑两个共面椭圆
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轨道之间轨迹约束的低推力轨迹近似，Peloni等[10]提出

通过组合指数项和正弦项以近似航天器交会任务中的

转移轨迹，Taheri和Abdelkhalik[11-13]提出使用有限快速

傅里叶级数（Fast Flourier Series，FFS）形状法获得了

低推力航天器的二维和三维转移轨迹；Huo等利用贝

塞尔曲线[14]设计了电动帆探测小行星的转移轨迹，对

轨迹终点位置和速度做了具体的约束，控制设计难度

相对较小。

本文利用贝塞尔曲线快速设计电动帆逃逸太阳系

的三维运动轨迹，只对轨迹终点的能量进行约束，通

过将贝塞尔形函数方法获得的结果作为高斯伪谱方法

（Gauss Pseudospectral Method，GPM）的初始解进行

计算，并与几种方法做了对比，最后对贝塞尔形函数

方法获得的结果对直接解算器初始解的适用性进行了

评估。 

1    逃离太阳系三维转移轨迹模型

电动帆在飞行过程中无燃料消耗，在该研究中以

电动帆的转移时间作为性能指标，求解三维连续轨迹

优化问题。

Ooxoyozo

Oixiyizi Oo

zo

yo zo

Oi xi

zi yi

(ρ,θ,z)

电动帆的推力模型和轨道动力学通常在两个笛卡

尔坐标系下描述，即轨道参考系 和日心黄道惯

性系 。如图1所示，轨道坐标系的原点 定义在

电动帆的质心处， 轴是沿太阳与电动帆连线的方

向， 轴垂直于 轴和黄道面法线，形成右手系。日心

黄道惯性系的定义：原点 在太阳质心， 轴定义在日

分点方向， 轴沿黄道面法线和黄道北极方向， 轴形

成右手系。最后，在贝塞尔方法中，圆柱坐标

也用来描述电动帆的位置。

αn σ

在初步任务分析中，电动帆的推力矢量常用俯仰

角 和 时 钟 角 来 描 述 。 如 图 2 所 示 ， 俯 仰 角

αn ∈ [0,π/2] zo

σ ∈ [−π,π] Ooxoyo xo

α

zo

xo

xo Ooxoyo

σ

是电动帆标称平面相对于 轴的倾角，时

钟角 在 平面上，是 轴与电动帆自旋

轴分量之间的夹角。 是推力锥角，定义为推进加速度

的方向向量与太阳航天器方向（ 轴）之间的角。推

力矢量位于由 轴和自旋轴矢量构成的平面内，因此

轴与 平面上推力矢量分量之间的夹角等于时钟

角 。
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图 2    参考坐标系和推进加速度的特征角

Fig. 2    Reference coordinate system and characteristic angle of propulsion
acceleration

 

ρ θ

z

在圆柱坐标系中， 为电动帆径向距离， 为方位

角， 为电动帆的高度。在圆柱坐标系中描述电动帆的

运动学方程为 
ρ̈−ρθ̇2+µρ/s3 = aρ
ρθ̈+2ρ̇θ̇ = aθ
z̈+µz/s3 = az

(1)

s =
√
ρ2+ z2

µ aρ aθ az

其中： 为电动帆中心与太阳之间的距离；

为太阳的引力参数； 、 和 为电动帆推力加速度

的分量。

Ooxoyozo在轨道参考系 中描述的解析精确推力模

型为  aox
aoy
aoz


refined

=
acr⊕κ

2s

 cosαn sinαn cosσ
cosαn sinαn sinσ

cos2αn+1

 (2)

r⊕ ac

κ ∈ [0,1]

其中： =1 AU是一个参考距离； 是电动帆的特征加

速度； 是推力系数，可以通过安装在电动帆上

的电子枪来调节。

根据轨道参考系与圆柱坐标系的几何关系，可得

到在圆柱坐标系中推进加速度的3个分量为

yi

xi
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图 1    参考坐标系

Fig. 1    Reference coordinate system
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 aρ
aθ
az


refined

=

 cosφ 0 sinφ
0 1 0
−sinφ 0 cosφ


 aox

aoy
aoz

 =
 cosφaox + sinφaoz

aoy

−sinφaox + cosφaoz

 (3)

其中，

sinφ = ρ
/ √
ρ2+ z2，cosφ = z

/ √
ρ2+ z2。

Ooxoyozo

aox aoy

根据式（2）中在轨道参考系 中描述的解

析精确推力模型，获得关于 和 的方程为

a2
ox+a2

oy =

(acr⊕κ
2s

)2
cos2αnsin2αn (4)

cos2αn = 2saoz/ (acr⊕κ)−1同时，由式（2）可得： ，

将其代入式（4）中，可以得到关于推力系数的二次方

程为

2
(acr⊕

2s

)2
κ2−3

(acr⊕aoz

2s

)
κ+ (a2

ox+a2
oy + a2

oz) = 0 (5)

αn = 0◦ κ = aozs/acr⊕由式（4）可知，当 时， ，于是

可得

κ =
s(3aoz−

√
a2

oz−8a2
ox −8a2

oy )

2acr⊕
(6)

在一般的三维轨迹设计问题中，电动帆在出发点

和到达点的位置和速度需要满足以下12个边界条件为

ρ(τ = 0) = ρi,ρ(τ = 1) = ρ f

ρ′(τ = 0) = T ρ̇i,ρ
′(τ = 1) = T ρ̇

θ(τ = 0) = θi, θ(τ = 1) = θ f

θ′(τ = 0) = T θ̇i, θ
′(τ = 1) = T θ̇ f

z(τ = 0) = zi,z(τ = 1) = z f

z′(τ = 0) = T żi,z′(τ = 1) = T ż f

(7)

τ = t/T

其中：T是电动帆的总飞行时间，下标“i”和“f”分别表

示电动帆转移轨迹的初始条件和最终条件； 0≤
≤1是无量纲化时间， t是电动帆飞行的瞬时

时间。

对于逃离太阳系问题，从数学的观点来看，这个

问题相当于规定了电动帆在逃离时刻的机械能[15]为

ε f ≜
v2

f

2
− µ

s f
=

V2
∞

2
(8)

v f V∞
V∞ = 0

其中： 为逃离时电动帆的飞行速度； 为电动帆的

双曲线过渡速度。当 时，可认为电动帆逃离太

阳系。 

2    基于贝塞尔形状的方法

ρ θ

ρ θ z

在贝塞尔方法中[14]， 、 、z在时间域中展开。为

了避免重复，这里只介绍坐标 的处理过程（ 、 可以

近似处理） 

ρ(τ) =
nρ∑
j=0

Bρ, j(τ)Pρ, j

ρ′(τ) =
nρ∑
j=0

B′ρ, j(τ)Pρ, j

ρ′′(τ) =
nρ∑
j=0

Bρ, j′′(τ)Pρ, j

(9)

nρ Pρ, j
Bρ, j(τ) ρ′ ρ′′

ρ τ

其中： 是贝塞尔曲线函数的阶数； 是未知贝塞尔

系数， 是状态变量的贝塞尔基函数， 和 分别

为 关于 的一阶和二阶导数。

Bρ, j(τ) =
nρ!

j!(nρ− j)!
τ j(1−τ)nρ− j, · · · , j ∈ [0,nρ] (10)

B′ρ, j Bρ, j′′ Bρ, j τ

τ = 0 τ = 1

和 分别为 关于 的一阶和二阶导数，其

具体形式可以查阅参考文献[14]。当 和 时，

由式（10）可以得到贝塞尔基函数在边界处的特征

值为 

Bρ, j(τ = 0) =
{

1 , j = 0
0 , j ∈ [1, nρ]

Bρ, j(τ = 1) =
{

0 , j ∈ [0, nρ−1]
1 , j = nρ

B′ρ, j(τ = 0) =


−nρ , j = 0
nρ , j = 1
0 , j ∈ [2, nρ]

B′ρ, j(τ = 1) =


0 , j ∈ [0, nρ−2]
−nρ , j = nρ−1
nρ , j ∈ nρ

(11)

由式（7）、（9）、（10）和（11）可以得到方程
ρi = ρ(τ = 0) = Pρ,0
ρ f = ρ(τ = 1) = Pρ,nρ
T ρ̇i = ρ’(τ = 0) = nρ(Pρ,1−Pρ,0)
T ρ̇ f = ρ’(τ = 1) = nρ(Pρ,nρ −Pρ,nρ−1)

(12)

Pρ,0 Pρ,1 Pρ,nρ−1 Pρ,nρ

于是，通过方程（12）可以获得4个贝塞尔系数

、 、 和 为

Pρ,0 = ρi

Pρ,1 = ρi+T ρ̇i/nρ

Pρ,nρ−1 = ρ f −T ρ̇ f /n

Pρ,nρ = ρ f

(13)

ρi ρ f ρ其中： 和 分别为电动帆出发位置和到达位置的 值。
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m

为了沿飞行轨迹提供有效的约束，需要在一些离

散点对飞行轨迹进行评估。飞行轨迹的离散点采用勒

让德–高斯分布，即离散点分布选取为 次勒让德多项

式的根为

τ1 = 0 < τ2 < · · · < τm−1 < τm = 1 (14)

ρ,θ,z

ρ ρ

因此，3个坐标( )可以表示为矩阵形式。以坐

标 为例， 及其相关导数可以表示为
[ρ]m×1 = [Bρ]m× (nρ+1)[Pρ](nρ+1)× 1

[ρ′]m×1 = [B′ρ]m× (nρ+1)[Pρ](nρ+1)× 1

[ρ′′]m×1 = [Bρ′′]m× (nρ+1)[Pρ](nρ+1)× 1

(15)

其中：

[Pρ](nρ+1)× 1 =[Pρ,0 Pρ,1 [Xρ]T
(nρ−3)× 1

Pρ,nρ−1 Pρ,nρ ]
T (16)

[Xρ](nρ−3)× 1 = [Pρ,2 · · · Pρ,nρ−2]T (17)

Pρ,0, Pρ,1, Pρ,nρ−1, Pρ,nρ
[Xρ]T

(nρ−3)× 1

其中： 均可以由式（13）获得，而

 是需要优化的未知贝塞尔系数。

由这些坐标的矩阵形式可以将推力加速度的各个

分量的方程写为
[aρ]m×1 = aρ

([
ρ
]

m×1, [z]m×1, [θ′]m×1,
[
ρ′′
]

m×1

)
[aθ]m×1 = aθ

([
ρ
]

m×1,
[
ρ′
]

m×1, [θ
′]m×1, [θ′′]m×1

)
[az]m×1 = az

([
ρ
]

m×1, [z]m×1, [z′′]m×1
) (18)

因此，推力系数也可以使用矩阵形式为

[κ]m×1 =
[s](3(sin[ϕ]·[aρ]+ cos[ϕ]·[az])−

√
[D])

2acr⊕
(19)

其中，

[D]m×1 =
(
sin[φ]·

[
aρ
]
+ cos[φ]· [az]

)2−
8[aθ]2−8

(
cos[φ]·

[
aρ
]− sin[φ]· [az]

)2 ⩾ 0 (20)

于是，可以将电动帆转移过程中的所需求解的连

续轨迹优化问题转化为非线性规划问题，即

min
[Xρ], [Xθ], [Xz], T

T

s.t. [κ]m×1 ⩾ 0, [κ]m×1 ⩽ 1, [D]m×1 ⩾ 0, [ao z]m×1 ⩾ 0
(21)

[Xρ]、 [Xθ]、 [Xz]其中： 分别是3个坐标的未知贝塞尔

系数。

κ ∈ [0,1]推力系数 ，因此可以由式（6）、（19）
和（20）获得式（21）的4个约束条件。在研究的问题

中，飞行时间在迭代计算过程中是不断进行优化的，

电动帆的飞行时间T既是优化变量，又是性能指标。

nρ = nθ = nz = 3

nρ = nθ = nz = 3 ρ, θ, z

ρ

通过对式（9）～（13）的分析可以看到，当

时，贝塞尔曲线函数的所有变量均可以

由边界条件（7）计算获得。可使用三阶贝塞尔曲线函

数（ ）对三个坐标( )进行初始化。

仍以坐标 为例，其初始化结果为

ρ(τ) =(1−τ)3Pρ,0+3τ(1−τ)2Pρ,1+
3τ2(1−τ)Pρ,2+τ3Pρ,3 (22)

Pρ,0 Pρ,1 Pρ,2 Pρ,3其中：4个贝塞尔函数系数 、 、 和 均可以

由式（7）和（13）来确定。

nρ = 8，nθ=8，nz = 8 ac

在三维轨迹设计中，贝塞尔曲线函数的阶数分别为

，离散点数m = 120。 = 2×10−3  m/s2，

发射日期为2 459 022.5。FFS方法的参数设置与贝塞尔

方法一致。GPM的轨迹优化中，勒让德高斯点的数目

为120。采用贝塞尔方法对初始轨迹进行设计后，通过

GPM得到进一步优化的轨迹。

αn

图3是使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得

电动帆逃离太阳系优化转移轨迹的结果。图4是使用贝

塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得电动帆飞行位置

随时间的变化结果，图4（a）为电动帆在x方向的位

置，图4（b）为电动帆在y方向的位置，图4（c）为电

动帆在z方向的位置。图5是使用贝塞尔方法、FFS方法

和GPM方法获得电动帆飞行速度随时间的变化结果，

图5（a）为电动帆在x方向的飞行速度，图5（b）为电

动帆在y方向的飞行速度，图5（c）为电动帆在z方向

的飞行速度。图6是在轨道坐标系中使用贝塞尔方法获

得的总的推进加速度及其分量随时间的变化曲线。

图7是使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得的电

动帆俯仰角 随时间变化的结果。
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图 3    使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得的逃离太阳系优化转

移轨迹结果

Fig. 3    The results of the trajectories of escape from the solar system
obtained by the Bezier method，the FFS method and the GPM method

 
通过图3可以看到，3种方法获得的转移轨迹相

近，电动帆在相同的空间位置达到可以逃离太阳系的
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αn 0,π/2

飞行速度。由图4可以看到，3种方法获得的电动帆到

达终点的坐标位置基本相同。由图7可以看到，3种方

法获得的电动帆俯仰角 均在[ ]范围内，满足约

束要求。
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图 4    使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得的电动帆飞行位置随

时间的变化结果

Fig. 4    The position of the electric sail obtained by the Bezier method，the
FFS method and the GPM method
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图 5    使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得的电动帆飞行速度随

时间的变化结果

Fig. 5    The velocity of the electric sail obtained by the Bezier method，the
FFS method and the GPM method
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图 6    在轨道坐标系中，用贝塞尔方法获得的推进加速度随时间的变化

Fig. 6    In orbit coordinate system，the propulsion acceleration obtained by
the Bezier method
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图 7    使用贝塞尔方法、FFS方法和GPM方法获得的电动

帆俯仰角 结果

αnFig. 7    The results of the pitch angle  of the electric sail obtained by the
Bezier method，the FFS method and the GPM method

（a）x方向速度

1.0

0.9

0.8

0.7

0.5

0.4

0.6

0.3

0.2

0 50 100 150 200 250 300

飞行时间/d

u
x
[√
μ/
A
U
]

GPM

贝塞尔

FFS

 

第 6 期 范子琛等：基于贝塞尔形函数的电动帆逃离太阳系初始轨迹设计 629



3    仿真结果分析

利用贝塞尔和FFS方法设计了电动帆逃离太阳系

的转移轨迹，并将贝塞尔方法获得的结果作为初值代

入GPM得到进一步优化轨迹。3种方法得到的飞行时

间和计算时间如表1所示。在相同条件下，贝塞尔方法

的计算时间10.642 8 s，电动帆逃离太阳系所需的飞行

时间0.741 4 a；FFS方法使用18.199 3 s的计算时间获得

转移轨迹，转移过程电动帆需要飞行0 . 7 6 0  2  a；
GPM获得的飞行时间0.7091年，计算时间694.506 7 s。
 
 

表 1    贝塞尔方法、FFS方法和GPM的结果比较

Table 1    Comparison of the Bezier method，the FFS method
and the GPM

方法 飞行时间/a 计算时间/s

贝塞尔 0.741 4 10.642 8

FFS 0.760 2 18.199 3

GPM 0.709 1 694.506 7
 
 

仿真结果表明，和FFS方法相比，贝塞尔方法可

以使用更短的计算时间获得性能指标更好的转移轨

迹。通过将贝塞尔方法获得的结果作为GPM的初始

解，贝塞尔方法和GPM计算得到的飞行时间仅相差约

4.56%，而贝塞尔方法的计算时间仅约为GPM计算时

间的1.53%。因此贝塞尔方法在进行电动帆逃离太阳系

转移轨迹的快速计算上具有良好的性能，非常适合在

初始任务设计阶段，求解大量仿真算例的情形。 

4    结　论

本文提出了一种利用贝塞尔方法设计电动帆逃离

太阳系的三维转移轨迹的方法，且对轨迹终点位置和

速度不做具体的约束，该方法假定电动帆的飞行轨迹

具有贝塞尔曲线函数的形式。为了验证贝塞尔方法的

先进性，将其获得的结果作为GPM的初始值进行后续

计算，并将结果进行比较。数值结果表明，贝塞尔方

法可以在较短的时间内设计出一个合理的三维初始轨

迹。这对于在初步任务设计阶段快速评估大量电动帆

飞行场景具有重要意义。
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Initial Trajectory Design of the Electric Sail Escaping from Solar System Based on the
Bezier Curve Method

FAN Zichen，HUO Mingying，REN Hui，QI Naiming
（School of Astronautics，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001， China）

Abstract：The detection of the solar system boundary has gradually attracted people's attention. To explore the solar system

boundary，we need to find an efficient propulsion system and design a reasonable trajectory to escape from the solar system.

Therefore，this paper proposes to use the Bezier shape-based method to quickly generate the three-dimensional trajectory of the

electric  sail  escaping  from the  solar  system，which  provides  an  appropriate  initial  solution  for  a  more  accurate  trajectory

optimization  algorithm.  By  taking  the  results  obtained  by  the  Bezier  shape-based  method  as  the  initial  solution  of  Gauss

pseudospectral method（GPM），the applicability of the results obtained by the Bezier shape-based method to the initial solution of

the direct solver is evaluated. The simulation results show that the Bezier shape-based method can design a reasonable three-

dimensional initial trajectory of the electric sail escaping from the solar system for the direct optimization solver in a short time. This

is of great significance for the rapid evaluation of a large number of electric sail flight scenarios in the preliminary mission design

stage.

Keywords：low-thrust trajectory design；escape from the solar system；Bezier shape-based method；preliminary mission

analysis

Highlights：
●　A fast algorithm is proposed to generate the trajectories of escaping solar system by using the shape-based method.
●　The transfer trajectory of the electric sail escaping from the solar system is studied.
●　The applicability of the results obtained by the Bezier shape-based method to the initial solution of the direct solver is evaluated.
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